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Tôi xin cam đoan đề tài luận văn "Tính lồi của metric Kobayashi

trên đa tạp phức taut" không có sự sao chép của người khác. Khi viết

luận văn tôi có tham khảo một số tài liệu, tất cả đều có nguồn gốc rõ ràng

và được hoàn thành dưới sự hướng dẫn của TS. Nguyễn Thị Tuyết Mai. Nếu

có vấn đề gì tôi xin hoàn toàn chịu trách nhiệm.
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Lời cảm ơn

Trước khi trình bày nội dung chính của luận văn, tôi xin gửi lời cảm ơn

chân thành nhất tới TS. Nguyễn Thị Tuyết Mai. Cô đã dành nhiều thời

gian, công sức để hướng dẫn, trả lời những thắc mắc và giúp đỡ tôi hoàn

thành bài luận văn này.

Tôi xin được gửi lời cảm ơn chân thành tới bố, mẹ và các thành viên

trong gia đình đã luôn động viên, ủng hộ tôi trong suốt thời gian qua.

Tôi cũng xin được gửi lời cảm ơn đến các thầy cô giáo trong trường Đại

học Sư Phạm Thái Nguyên đã luôn nhiệt tình giảng dạy và giúp đỡ tôi trong

suốt quá trình học tập, nghiên cứu, đã tạo điều kiện thuận lợi, giúp đỡ tôi

hoàn thành chương trình học và bảo vệ luận văn.

Bản thân tôi trong suốt quá trình học tập và nghiên cứu đã có nhiều cố

gắng, tuy nhiên những thiếu sót chắc chắn khó tránh được. Tôi rất mong

được thầy cô và các bạn đọc chỉ cho những thiếu sót đó.

Thái Nguyên, tháng 9 năm 2019

Học viên

Nguyễn Thị Quỳnh Nga
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LỜI MỞ ĐẦU

Từ việc nghiên cứu metric Royden – Kobayashi và khoảng cách Kobayashi

trên đa tạp phức taut, Masashi Kobayashi đã chứng minh được rằng đạo

hàm của khoảng cách Kobayashi bằng metric Buseman – Kobayashi. Cụ thể

là định lý sau:

Nếu M là một đa tạp phức taut thì DdM tồn tại và DdM = F̂M .

Nhờ kết quả này Masashi Kobayashi đã chứng minh được một điều kiện

cần và đủ cho tính lồi của của metric Royden – Kobayashi trên đa tạp phức

taut sau:

Nếu M là một đa tạp phức taut thì FM là lồi nếu và chỉ nếu

lim
q,q′→p
q 6=q′

dM(q, q′)

d∗M(q, q′)
= 1

.

Mục đích của luận văn này là nghiên cứu trình bày lại một cách chi tiết,

rõ ràng kết quả nghiên cứu của Masashi Kobayashi về tính lồi của metric

Royden – Kobayashi trên đa tạp phức taut.

Với mục đích như trên, ngoài phần mở đầu, kết luận, tài liệu tham khảo,

nội dung chính của luận văn gồm 2 chương. Trong chương 1, chúng tôi trình

bày một số kiến thức cơ bản về đa tạp phức, đa tạp phức taut và khoảng

cách Kobayashi trên đa tạp phức taut. Chương 2, chúng tôi trình bày một

số kiến thức bổ sung, các bổ đề cơ sở và trình bày chi tiết, rõ ràng kết quả

của Masashi Kobayashi về tính lồi của metric Royden – Kobayashi trên đa

tạp phức taut.
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Chương 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Trong chương này, chúng tôi giới thiệu một số kiến thức cơ sở về đa tạp

phức, đa tạp phức taut và khoảng cách Kobayashi trên đa tạp phức. Các

kiến thức này được tôi tham khảo trong tài liệu ([1]).

1.1 Đa tạp phức

Định nghĩa

Giả sử X là một không gian tô pô Hausdorff. Cặp (U,ϕ) được gọi là một

bản đồ địa phương của X, trong đó U là tập mở trong X và ϕ : U → Cn là

ánh xạ, nếu các điều kiện sau được thỏa mãn:

i) ϕ(U) là tập mở trong Cn.

ii) ϕ : U → ϕ(U) là một đồng phôi.

Họ A = {(Ui, ϕi)}i∈I các bản đồ địa phương của X được gọi là một tập

bản đồ giải tích (atlas) của X nếu các điều kiện sau được thỏa mãn:

i) {Ui}i∈I là một phủ mở của X.

ii) Với mọi Ui, Uj mà Ui ∩ Uj 6= ∅, ánh xạ ϕj ◦ ϕ−1i : ϕi (Ui ∩ Uj) →

ϕj (Ui ∩ Uj) là ánh xạ chỉnh hình.

Xét họ các atlas trên X. Hai atlas A1, A2 được gọi là tương đương nếu

hợp A1 ∪ A2 là một atlas. Đây là một quan hệ tương đương trên tập các
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atlas. Mỗi lớp tương đương xác định một cấu trúc khả vi phức trên X, và

cùng với cấu trúc khả vi phức trên nó được gọi là một đa tạp phức n chiều.

Ví dụ 1.1. ([1]) Giả sử D là miền trong Cn. Khi đó, D là một đa tạp phức

n chiều với bản đồ địa phương {(D.IdD)}.

Ví dụ 1.2. ([1]) Đa tạp xạ ảnh Pn (C).

Xét Ui = {[z0 : z1 : . . . : zn] ∈ Pn (C) |zi 6= 0} với i = 0, 1, . . . , n. Rõ

ràng {Ui}ni=1 là một phủ mở của Pn (C).

Xét các đồng phôi ϕi : Ui → Cn:

[z0 : z1 : . . . : zn]→
(
z0
zi
, . . . ,

zi−1
zi
,
zi+1

zi
, . . . ,

zn
zi

)
.

Ta có

ϕj ◦ ϕ−1i : (z0, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zn)→
(
zk
zj

)
k 6=j

; k = 0, . . . ,m; zi = 1.

Rõ ràng ϕj ◦ ϕ−1i là ánh xạ chỉnh hình. Vậy Pn (C) là một đa tạp phức

n chiều và gọi là đa tạp xạ ảnh n chiều.

Ánh xạ chỉnh hình giữa các đa tạp phức

Định nghĩa 1.1. ([1]) Giả sử M,N là các đa tạp phức. Ánh xạ liên tục

f : M → N được gọi là chỉnh hình trên M nếu với mọi bản đồ địa phương

(U,ϕ) của M và mọi bản đồ địa phương (V,ψ) của N sao cho f (U) ⊂ V

thì ánh xạ

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ (U)→ ψ (V)

là ánh xạ chỉnh hình.

Định nghĩa trên tương đương với với mọi x ∈M, y ∈ N , tồn tại hai bản

đồ địa phương (U,ϕ) và (V,ψ) tại x và y tương ứng sao cho

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ (U)→ ψ (V)

là ánh xạ chỉnh hình.
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Định nghĩa 1.2. ([1]) Giả sử f : M → N là song ánh giữa các đa tạp

phức. Nếu f và f−1 là các ánh xạ chỉnh hình thì f được gọi là ánh xạ song

chỉnh hình giữa M và N .

Không gian tiếp xúc và phân thớ tiếp xúc của đa tạp phức

Giả sử M là đa tạp phức m chiều và ∆ là đĩa đơn vị trong C. Giả sử

(U, φ,∆m là bản đồ địa phương quanh x, tức là U là một lân cận của x

và φ : U → ∆ là ánh xạ song chỉnh hình. Đặt φ = (z1, ..., zm). Khi đó,

(z1, ..., zm) là một hệ tọa độ chỉnh hình địa phương quang x.

Đặt zα = xα + iyα, trong đó xα và yα là các giá trị thực. Khi đó,

(x1, ..., xm, y1, ..., ym là hệ tọa độ địa phương thực quanh x, ở đó M được

xem như là đa tạp khả vi 2m chiều. Giả sử TxM là không gian tiếp xúc của

M tại x. Khi đó TxM là không gian vector thực 2m chiều và{(
∂

∂x1

)
, ...,

(
∂

∂xm

)
,

(
∂

∂y1

)
, ...,

(
∂

∂ym

)}
(1.1)

là một cơ sở của TxM . Ký hiệu TxM ⊗R C là phức hóa của TxM . Khi đó,

(1.1) cũng là một cơ sở của không gian vector phức TxM ⊗R C. Đặt

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
− i ∂

∂yj

)
, 1 ≤ j ≤ m.

Ta ký hiệu

TxM =


m∑
j=1

ξj
(
∂

∂xj

)
x

; ξj ∈ C

 .

Khi đó TxM là một không gian con tuyến tính phứcm chiều của TxM⊗R

C, mà độc lập với cách chọn hệ tọa độ chỉnh hình địa phương (z1, ..., zm).

Ta gọi TxM là không gian tiếp xúc của đa tạp phức M tại x.

Đặt

TM =
⋃
x∈M

TxM (hợp rời)
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Ta định nghĩa phép chiếu π : TM →M bởi điều kiện π(TxM) = x. Khi đó

TM có cấu trúc của đa tạp phức 2m chiều sao cho π là ánh xạ chỉnh hình.

Cụ thể hơn, giả sử (z1, ..., zm) là hệ tọa độ chỉnh hình địa phương xác định

trên một tập con mở U của M . Khi đó ta có

π−1(U) =


m∑
j=1

ξj
(
∂

∂xj

)
x

;x ∈ U, ξj ∈ C

 .

Ánh xạ
m∑
j=1

ξj
(
∂

∂xj

)
x

∈ π−1(U) 7→ (z1(x), ..., zm(x), ξ1, ..., ξm) ∈ C2m

là một hệ tọa độ chỉnh hình địa phương của TM . Ta gọi TM là phân thớ

tiếp xúc chỉnh hình của đa tạp phức M .

Không gian phân thớ

Ánh xạ liên tục π : E → X giữa các không gian Hausdorff được gọi là

phân thớ K-vector bậc r nếu các điều kiện sau được thỏa mãn:

i) Với mỗi p ∈ X,Ep := π−1(p) là K-không gian vector r chiều (Ep được

gọi là thớ trên p);

ii) Với mỗi p ∈ X, tồn tại lân cận U của p và một đồng phôi

h : π−1(U)→ U ×Kr

thỏa mãn h(Ep) ⊂ {p} ×Kr, và hp xác định phép hợp thành

hp : Ep → {p} ×Kr → Kr

là một đẳng cấu K-không gian vector (cặp (U, h) được gọi là tầm thường

hóa địa phương).

Đối với một K-phân thớ vector π : E → X, E được gọi là không gian

toàn thể, X được gọi là không gian đáy, và ta thường nói E là một phân

thớ vector trên X. Ta còn ký hiệu phân thớ vector trên là (E, π,X).
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